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Streszczenie

W pracy przedstawione sq rozmaite zastosowania wykresow
probabilistycznych w analizie danych doswiadczalnych. W szczegolnosci
omawiane sq metody znajdowania odstajqcych obserwacji w Jednozmiennej
analizie wariancji przy uzyciu wykresow probabilistycznych typu kwantyl~
kwantyl i typu. wartosc¢ oczekiwana-kwantyl. Wykresy pierwszego * typu
stosowane sq do badania kontrastow, srednich kwadratow odchylen, srednich
obiektowych oraz wariancji o Jednakowej liczbie stopni swobody, natomiast
wykresy drugiego typu do badania srednich kwadratow odchyleh o roznej
liczbie stopni swobody. . :

1. WSTEP

Analiza wariancji zostata zapraponowana do wnioskowania wpi ywu
czynnikéw quwiadczalnych, wyréZznionych w ukiadzie dﬁswiadczalnym na .
kszta{towénie sie wartosci cechy na jeanostkach do$wiadczalnych. Obe jmuje
ona testowanie hipotez sfatystycznyéh dotyczacych efektéw gtdéwnych i
interaﬁcyjnych w modelgcb stalych, analize komgonentéw ‘wariancyjnych w
modelach losowych,' albo Jjednoczegnie. jedn&ch i drugich w modelac?
mieszanych. W analizie wspomnianych efektéw i komponentéw_wykorzysfuje-y
srednie kwadraty odchyler,. ktérych 1liczbe okresla »odpowiedni model
matematyczny analiéy wariancji. Liczb# stopni  swobody odpowiadajaca
$rednim kwadratom Jje€st przewaznie. rézna, chociaz ‘bywa tékza, (np., w
doéyiadczeniach czynnikquch typu 2k)>jednakowa. ; v

Pray wnioskowaniu statystyczhym w Jednozmiennej analizie wariancji
korzxsta sje z Eestq E’F{shera—Snedecora. Wymaga on spetnienia zaloZenia o
jedﬁorqdnoSci-wqriénch i-normalnosci rozkitadu bledéw losowych. Jedng 2

Sl owa 'kludzowe:_Jednozmienna angliza wariahcﬂi, kontrasty,. wykres
probabilistyczny . typu kwantyl-kwantyl, wykres
probabilistyczny typu wartosé oczekiwana-kwantyl
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przyczyn naruszenia tych zalozeA przez dane doéwiadczalne moze byé
wystapienie obserwacji odstajgcych lub nadmiernie duZzych reszt. Istnieje
wiele technik wykrywania obserwacji odstajacych. (np. Wagner i
Brzeskwiniewicz, 1986), lecz ich stosowanie w praktyce prowadzi do
zmudnyal obliczenn. TakZe metody badania reszt prowadzg do wyznaczania
pewnych statystyk o okreslonych rozkiadach (np. test nieaddytywnosci
Tukey’a). Pomocng procedurg w takich wypadkach moze byé technika graficzna
oparta na wykresach probabilistycznych typu: kwantyl-kwantyl (Q-Q) lub
wartos$é oczekiwana-kwantyl (EV-Q).

Wykresy typu Q-Q stosujemy do badania sSrednich obiektowych
wyznaczonych z ortogonalnych ukladéw doswiadczalnych, kontrastéw, drednich
kwadratéw odchyleni dla pozioméw czynnikéw w dodwiadczeniach Jednoczynni-
kowych oraz $rednich kwadratéw odchyleri dla kombinacji pozioméw czynnikéw
w doswiadczeniach wieloczynnikowych lub w dodwiadczeniach czynnikowych
typu Ik {m22) o tej samej liczbie stopni swobody.

Z kolei wykresy typu EV-Q stosujemy do badania $rednich kwadratéw
odchylefi o réznej liczbie stopni swobody.

Istote stosowania wykreséw probabilistycznych, jak i formalnego
wnioskowania =za ich pomoca o danych zewartych w probie jest wykreslenie
probkowych statystyk pozycyjnych wzgledem "reprezentatywnych" wartogci
otrzymanych z przyjetego rozkladu (Wilk i Gdanadesikan, 1968). Proponujemy
stosowanie reprezentatywnych wartoéci jako odpowiednich kwantyli rozkiadu
(¥ykresy typu @-Q) lub jako odpowiednich wartosci oczekiwanych statystyk
pozycyjnych rozwazanego rozkladu (wykresy typu EV-Q).

2. POJECIE WYKRESU PROBABILISTYCZNEGO ORAZ JEGO RODZAJE

Niech Xoads Y oznaczaj3 ciggie zmienne losowe o rozkiadach
okreslonych dystrybuantami Fx(x) i FY(y), X,¥ € R oraz niech qx(a) i
qy(a), 0<ac<ly oznaczaj3j kwantyle rzedu' a takie, Ze
Fylq,(a)) = FY(qy(a)) = a.

Dla rozkiadéw prawdopodobienstwa okreslonych explicite znang
dystrybuantg, kwantyle qx(a) oznaczamy wprost z réwnania Fx(qx(a)) = a,

W przeciwnym razie stosowane s3 specjalne metody numeryczne.

Przyktad 1. Niech X bedzie zmienn3g losow3 o rozktadzie logistycznym
okreslonym dystrybuanta

Fy(x) = {1 + exp(- "—;‘4)}'1 :

przy x€R, peR i 0>0. Kwantyl qx(a) wyznaczamy z rOéwnania Fx(qx(a)) = a.
Jest on réwny

i
o) = ijoRsy In(g - 1) ’ 0<a<1
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Przyktad 2. Niech X bedzie zmienna losow3a o rozktadzie normalnym
okreslonym dystrybuanta

x
1 1,t-u.2
Fl(x)landisss exp {_ 5 (==£) dt .
3 ov20 _q{ i }

przy x€R, pueR i 0>0. Kwantyl qx(a) znajdujemy z Ownania calkowego

q,(a)
ﬁ -1 exp {— l(t_;g)Z} dt = a .

Rozwigzanie mozna uzyskad wzorami przbliZzonymi. Jedno z takich rozwigzan
pochodzi od Odeha i Evansa (1974); podajemy je w dalszej czes$ci tego
rozdziatu.

Istote wykresu probabilistycznego typu Q-Q podaje ponizszy lemat,
ktéry ujmuje zwigzek liniowy miedzy kwantylami dwéch zmiennych losowych.

Lemat. Niech Xiy bed3 dwiema zmiennymi losowymi odpowiednio o
ciggtych dystrybuantach Fx(x) i FY(y) oraz kwantylach qx(a) i qy(a) rzedu
a takimi, ze Fx(qx(a)) = FY(qy(o‘)) = a. Jezeli Y = aX + b, a=0, to qy(a)
= a qx(o.) + b.

Dow6d lematu mozna znaleZé w pracy Wagnera (1987).

Przyklad 3. Jezeli X ~ N(u,oz) i U ~ N(0,1) oraz qx(a.) i qu(a) 83
kwantylami rzedu a tych rozkiladéw, to qx(a) = aqu(a.) + u, gdyz
X = oU + p.

Rozktady zmiennych losowych X i Y przewaznie nie 83 znane. Dysponujac
préba Vysees ' Yo (krétko {yj}) n niezaleznych realizacji zmiennej Y,
pytamy czy moZna je uwazadé za realizacje zmiennej losowej X. Oznacza to,
2e poszukujemy odpowiedzi, czy préba (yj) pochodzi z populacji o
hipotetycznym rozktadzie P okreslonym dystrybuanta Fx(x). Odpowiedzi
takich dostarcza prébkowy wykres probabilistyczny.

Definicja 1. Prébkowym wykresem probabilistycznym typu Q-Q nazywamy
zbiér par R = {(nj(aj), y(j)), J=1,...,n} przedstawionych w ukiladzie
wspétrzednych prostokatnych, gdzie nj(aj) s3 kwantylami rzedu a.j(0<aj<1)
rozktadu P, natomiast y(l)s ces S y(n) s3 probkowymi statystykami
pozycyjnymi z préby {Yj}-

Jezeli préba {yJ.} pochodzi z populacji o rozkitadzie P, to pary
punktéw ze zbioru R bed3a ukiadaty sie wokét pewnej prostej. Wnioskowanie
formalne o prébie {yj} sprowadza sie do graficznej analizy konfiguracji

punktéw, gidéwnie ich odstawania od prostej.

Definicja 2. PrObkowym wykresem probabilistycznym typu EV-Q nazywamy
gbiér par R = “ej 3 y( 3) ) s j=1,...,n} przedstawionych w uktadzie
wspéirzednych prostokatnych, gdzie ©. 83 wartosciami oczekiwanymi

J
statystyk pozycyjnych z rozktadu P, a y(l)s coon 3 y(n) s3 statystykami
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pozycyjnymi z préby {Yj}-

Wnioskowanie na podstawie wykresu typu EV-Q prowadzimy w sposéb
analogiczny jak na podstawie wykrgsu Q-Q.

Zaleznie od okreslenia kwantyli wyrézniamy rézne rodzaje wykreséw
probabilistycznych typu Q-Q: pOéinormalny (PNWP), normalny (NWP) ,
chi-kwadrat (CKWP), beta (BWP), itp. BliZzej omawiamy trzy pierwsze typy
wykreséw, dla ktérych podajemy wzory umozliwiajjce wyznaczenie odpowie-
dnich kwantyli:

(a) rozkiad normalny (Odeh i Evans, 1974)

plana oo
q (o, e &yt ®) et (1)
it J 7 g0 11733592175
gdzie
(—2lnaj)l/2 v 0<a.<0.5 ,
< i 1/2 -
(—Zln(l-aj)) ’ 0.5saj<1 "
B> (j-a)/(n-2a+1) , a € <0,0.5>,
prgy Jj =1,...,n, oraz
810 = -0.32223243, g -1.0, a,, = -0.34224209,
- T .105%
a;4 = 0.02042312, 814 = 0.45364221-10 °,
8,0 = 0.08954846, 8y, = 0.58858157, 859 = 0.53110346,
854 = 0.103537175, 8oy = 0.00385607.
1i 5 P | i s § -q. s
Jezeli O saJ , to zamieniamy qJ(aJ) na qJ(aJ)
(b) rozktad pSinormalny (Gnanadesikan, 1977)
qJ(aJ) = QJ((1+aj)/2)n J=1,...,n, (2)
gdzie ct‘j i qj(-) 83 okreglone w (1);
(c) rozktad chi-kwadrat (Goldstein, 1973)
~ 6 1 3
a;(a;) =p 1§0(q‘j(a‘j)/6) ‘W, (p) , (2)
gdzie p jest liczbg stopni swobody, qj(') jest okres$lone w (1), wl(p) =

o
1=1,...,6, wynosza

2 ¥ 2
e + elllp + e21/p , przy czym wartosci wspéiczynnikéw €01’ ©11° ©21 dla
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0 1.000088600 -0.22373680 -0.015139040
1 0.471394100 0.02607083 -0.008986007
2 0.000134803 0.01128186 0.022776790
3 -0.008553069 -0.01153761 -0.013232930
4 0.003125580 0.00516965 -0.006950356
5 -0.000842681 0.00253001 0.001060438
6 0.000097805 -0.00145012 0.002565326
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W szczegbélnosci, gdy p=1, kwantyle rozktadu x
wyznaczamy Zze wWzoru

2
1 rzedu aj-tego

a (ay) = [a;((14a;)/201% . (4)

Jak wspomniano wczesniej, w zagadnieniach analizy wariancji
korzystamy réwniez z wykreséw probabilistycznych typu EV-Q. W tym wypadku
wyznaczmy wartosci oczekiwane statystyk pozycyjmych rozkladu P. Dla
rozkiadu N(0,1) obszerne tablice tych wartodéci zawarte s3 w zbiorze tablic
Pearsona i Hartley’a (1972). Wyznaczanie wartosci oczekiwanych statystyk
pozycyjnych dla dowolnego rozktadu omawia Downton (1966). Ponizej
przedstawimy jedng z metod wyznaczania wartodci oczekiwanych dla statystyk
pozycyjnych o rozkiladach 12 z réznymi liczbami stopni swobody.

Niech SMls e % SHk beda uporzjdkowanymi niemalejaco <rednimi
kwadratami odpowiednio z fl,...,fk stopniami swobody, pochodzacymi =
analizy wariancji dla pewnego modelu statego. Te <rednie kwadraty
p;zgjmujemy z zatozenia jako niezalezZne zmienne losowe o rozktadach

o lf /fi, gdzie 02 Jjest nieznang wariancja dla biedu. Oznaczmy przez Vi
3 ¢

zmienng losow3d o rozkiadzie 1? /fi. Laczna gestosé rozkiadu statystyk
i

pozycyjnych Vls ar TS Vk Jjest postaci (np. Fisz, 1967)
ti- ti-l
k fi vy
E(Viseeasvy) = Ciql o exp(- t,;-v;) "
2 r(ti)
gdzie C jest stal3g normalizujaca, ti= fi/2, okreslona na zbiorze 0 < Vs
v2 S sy S vk< ®, Oznaczmy przez ti(vi) gestosé brzegowg i-tej statystyki
pozycyjnej Vi, woéwczas warto$é oczekiwang tej zmiennej wyraza catka
o©
BV;) = [ vigi(vpav;
0

Jest ona funkcj3 zadanych stopni swobody f
E(Vilfl,...

wskazuje, ze

1""’fk’ dlatego notujemy

,fk). Zwigzek bezposredni miedzy zmiennymi SMi oraz Vi

= o "
E(MSi|f1,...,fk) — E(Vi|f1,...,fk) = e,



State C i az wplywajs jedynie na nachylenie, a nie na liniowa konfigura-

cje punktéw na wykresie probabilistycznym typu EV-Q, ktéry stanowi zbiér
par R = {(ei, usi), L t oy i, 5K) 3

Gnanadesikan i Wilk (1970) podali wzory rekurencyjne dla obliczania
ei(tl""'fk) = Bik)(tl,pl;...;tkpk). przy ti= fi/2, p; = ti—l. S3 one
Pbltlcl

B( (tllpl) - (P1+ 1)/t1’

Bil)(tloPl; tznpz;-Otttlnpl) = Biizl)(tZ'pZ;"';tl'pl)
(_t Pytl ﬁl B{IT1) (¢ 4t +iit et ) i,
o @5Bi1  (Ey*tas Pptdityipyi...it),p)

dla'li = 2,.0451; 1 = 1,...5k, a,= 1 oraz

%y Pot J + 1
@541 = (t1+ % 341 )aj. J=0,1,...,p;5
t,-1 P +1

(1) 1-1
BIUA0C DTS o, e spindasent X )P ) El B,
J i i I e it HL iy WL | tiat & j=o 9

6)
(1-1) ety 3 . (
Bi (tl'pl""'tl-Z'pl—Z’tl-1+t1'p1—1+J)

dla_;ii=.1,¢.0,1-1: 1 = 1,...,k, B°=1 oraz

1 By Ydsd

8, bl + tl 341 3j: Tfecne 0111--°IP1'

Jj+l (t

1r1

Przy i=1 odpowiednim wzorem jest (6), a gdy i=l, to wzér (5). Przy
1« 2,3;0i00,1-1 mozna stosowaé¢ dowolny wzér. Dla nieparzystych stopni
swobody stosujemy interpolacje. Najpierw obliczamy ng) przy liczbie
stopni swobody powiekszonej o jeden, a nastepnie wielko$é te obliczamy
przy liczbie stopni swobody pomniejszonej o jeden. Ostateczny wynik
stanowi $rednia z tych obliczen.

Oméwmy jeszcze ogélne wlasnodci wykreséw probabilistycznych. Dla
uproszczenia bierzemy tylko wykresy z pierwszej éwiartki uktadu
wspdirzednych. Niech WD i WG oznaczaja zbiory punktéw odstajgcych
potozonych odpowiednio w dolnej i gbérnej czes$ci wykresu (Rys. 1). Zbiory
.VD lub WG mog3 w szczegbdlnosci byé puste. Konfiguracja punkté4w na wykresie
moZe byé prostoliniowa 1lub krzywoliniowa (Rys. 2). Pierwszy wypadek
odpowiada zgodno$ci miedzy rozkiadem prébkowych statystyk pozycyjnych, a
rozkiadem hipotetycznym P. Krzywoliniowa struktura odpowiada naruszeniu
zgodno$ci miedzy wspomnianymi rozkladami, najczesciej wskazuje na
odstepstwo danych od rozktadu normalnego. Obiekty, ktére wystepuja w
zbiorach WG lub WD bed3 wskazywaly na rzeczywiste odstepstwo od przyjmowa-
nych zalozefi. Z kolei obiekty odpowiadajace $rodkowej cze$ci wykresu mozna

uwazaé¢ za nie odchylajjace sie od przyjmowanych zalozen.
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Rys. 1 Wykres probabilistyczny 2z punktami odstajacymi: (a) dolnymi,
(b) gérnymi, (c) dwustronnymi

Yo (@) A
- We <::> SQ) Wg C)

" Y

Rys. 2. Wykres probabilistyczny o konfiguracji: (a) prostoliniowej,
(b) krzywoliniowej

3. WYBRANE ZASTOSOWANIA WYKRESOW TYPU Q-Q W ANALIZIE WARIANCJI

3.1. Liczba stopni swobody rowna jeden.

Przedstawiamy wykorzystanie wykreséw probabilistycznych do badania
uktadu $rednich kwadratéw pochodzgcych z doswiadczenia czynnikowego typu

Zk, gdzie k jest 1liczbg czynnikéw doswiadczalnych, kazdy na dwécp

poziomach. Niech A, B,...;K . beda k czynnikami oraz niech AO’AI'
Bo,Bl,...,Ko,K1 stanowia ich poziomy. Miedzy poziomami istnieje 2
kombinacji, ktére zapisujemy w porzadku Yatesa: 1' = AOBO"'KO'
a = AIBO"'KO’ b = AOBI...KO, ab = AlBl"'KO""’ abs.. K. 45 AlBl...Kl.

Kombinac je traktowane jako obiekty doswiadczalne mog3 by¢ rozlosowane w
jednym 2z podstawowych uktadéw doswiadczalnych. W tych uktadach ocenie
podlega (?) efektéw gidwnych, (g) efektéw interakcji dwuczynnikowej, (g)
efektéw interakcji trzyczynnikowej, ..., oraz jeden efekt interakcji

k-czynnikowej, t3cznie r = 2k—1 efektéw. Sumy kwadratédw dla poszczegdlnych
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efektéw obliczone schematem Yatesa maja po 1 stopniu swobody (patrz np.

Gawecki i Wagner, 1984). Przy tym speiniona jest toZzsamosé SST = SSA+

sss+ SSAB+ ses * SsAB K’ gdzie SS,r Jjest sum3g kwadratd4w dla wszystkich
kombinacji =z r stopniami swobody. Wprowadzamy oznaczenia: S1 = SSA,
Sz‘= SSB’ S3 = SSAB’ wsfes Sr = SSAB...K' ponadto niech S(l)s S(z)s b ib s

S(r) stanowi uporzgdkowany niemalejaco ciag Sl""'sr' Przy zatoZeniu 2Z,
a wiec przy zaloZeniu, 2e préba pochodzi =z populacji o rozkiadzie
normalnym N(y,az) przy nieznanych parametrach TR ¢ 02. sl""’sr s3
niezaleZnymi zmiennymi losowymi, kazda o rozkitadzie lf.

Wykres prgbabilistyczny chi-kwadrat (CEKWP) sggrzadzony na podstawie
zbioru R = ((qj(aj). Skj)). 3 = Th'tpr}  “gdsie qj(-) podane 83 w (4).
Rogmieszczenie punktéw ze zbioru R wzdiuz pewnej prostej bedzie s$wiadczyé
o braku wystepowania odchylei od rozkiadu chi-kwadrat rozwazanych sum
kwadratow Sj. Jesli tak nie jest, to eliminujemy najbardziej odlegie
punkty na wykresie probabilistycznym (wyrézniamy zbiér WG), ktére
odpowiadaja najwiekszym sumom kwadratéw i ponownie sporzadzamy nowy wykres
na pomniejszanym zbiorze srsdnich kwadratéw. W tym wypadku wymaga to
obliczenia nowych kwantyli qj(-). Ostatnia czynno$¢ moze byé powtédrzona
wielokrotnie, zawsze przy nowo wyznaczonych kwantylach. Pozwala to
wyodrebnié podgrupy jednorodnych sum kwadratéw.

Przyklad 4. Dane zaczerpniete z pracy Gaweckiego i Wagnera (1984,
8.210) dotycza straty kwasu l-askorbinowego podczas przechowywania
giemniakéw. W doswiadczeniu zastosowano 3 czynniki: A - odmiany ziemniakéw
(Lenino i Flisak), B - wielko$é kopca (500 kg i 5000 kg) oraz C - rodzaj
pokrycia kopca (sioma i folia). Do$wiadczenie zaloZono w uktadzie blokéw
zrandomizowanych kompletnych w 2 replikacjach. Straty kwasu 1-
askorbinowego w X bedace srednimi z 50 kiebbéw byly nastepujace:

Kombinacja pozioméw Bloki :
Wielko$é Pokrycie Kopiec przy Kopiec na
Odmiana kopca kopca zabudowaniu gotwartym polu
Lenino 500 sioma 57.2 57.4
Flisak 500 stoma 51.4 50.8
Lenino 5000 sioma 43.7 54.6
Flisak 5000 stoma 56.8 58.4
Lenino 500 folia 41.4 41.0
Flisak 500 folia 47.2 48.8
Lenino 5000 folia 44.1 44.0
Flisak 5000 folia 39.8 39.9

$rednie kwadraty odchylen dla efektéw gléwnych i interakcyjnych wynosza:
SSA = 21.855, SSB = 32.776, SSC = 352.500, SSAB = 16.606,
SSAC = 4,305, SSBC = 0.181 i SSABC = 227.256, kazdy z jednym stopniem
swobody. Dla formalnej analizy tych $rednich kwadratéw stosujemy technike

graficzng wykorzystujgc CKWP. Niezbedne obliczenia kwantyli tego rozktadu



przedstawiamy ponizZej

przyjeto

Przez L i M oznaczono odpowiednio licznik i mianownik wzoru (1).
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(dla obliczenia aj (J = 1,2,04457) Ze wzoru (1)

a = 0.5)

J a. (1+aj)/2 tj L M qj(aj)

1 0.71 0.536 1.2384 -2.124 1.839 0.007

2 0.214 0.607 1.3667 -2.381 2.164 0.071

3 0.357 0.678 1.5054 -2.673 2.552 0.210

4 0.500 0.750 1.6651 -3.031 3.050 0.451

5 0.643 0.821 1.8549 -3.486 3.715 0.917

6 0.786 0.893 2.1142 -4,160 4.763 1.540

y/ 0.929 0.964 2.5785 -5.528 7.084 3.233

Wykres

CKWP zawierajacy n=7 punktéw wskazuje na dwa srednie kwadraty SSABC' SSc,

wyraznie odchylajace sie od pozostalych

wykazuja rzeczywisty wplyw interakcji ABC i czynnika C na badana

(Rys.

3a).

SHQ)‘ (o) C-
300
ABC -
2001
100
8,
o) 4 2 S'ﬁ('g’)
Suqfk
(o) )
30
A
20
Ab -
101
L] 1 1 1 AK
0 4 2 3 1j6“j)
Rys. 3. Wykres probabilistyczny dla: (a) n = 7,

Te $rednie kwadraty

ceche.

(b) n =5
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Po wyeliminowaniu dwéch grednich kwadratéw, analizujemy ponownie na
wykresie CKWP pozostate s$rednie kwadraty. Obliczenia nowych kwantyli
podajemy ponizej

J aJ (1+aj)/2 tJ L M qJ(aj)
1 0.1 0.55 1.2637 -2.1738 1.9002 0.014
2 0.3 0.65 1.4490 -2.5521 2.3895 0.145
3 0.5 0.75 1.6651 -3.0309 3.0497 0.451
4 0.7 0.85 1.9479 -3.7203 4.0719 1.069
5 0.9 0.95 2.4477 -5.1215 5.3689 2.701

Punkty na wykresie (Rys. 3b) ukladaja sie wokél prostej, przyjmujemy
wiec pieé¢ $rednich kwadratéw za jednorodne. Oznacza to, Ze nie mozna sie
wzppwiedzied © rzeczywistym wpltywie na badana ceche zZrédet zmiennosci,
ktére s3 zwigzane ze Srednimi kwadratami SSA, AAB, SSAB’ SSAc i SSBC'

Badanie kontrastéw oraz efektéw gtéwnych i interakcyjnych w
doswiadczeniach typu 2k wygodnie jest rozwazaé za pomoca macierzy R o
wymiarach rxr, ktérej pierwszy wiersz zawiera same Jjedynki, a pozostate
wiersze po polowie elementy -1 i 1. Tworzymy je przez przyporzadkowanie
liczbie 0 elementu -1 i liczbie 1 elementu 1 w operacjach arytmetycznych
modplo 2 dodawania elementéw 0 i 1 odpowiadajacych poziomom kombinacji
czynnikéw A,B,C,...,K.

Przyklad 5. Kombinacjom pozioméw 3 czynnikéw A,B,C rozlosowanych w
uktadzie kompletnej randomizacji przypisujemy m replikacji. Obserwowanym
zmiennym losowym yijkl odpowiada model analizy wariancji postaci

yijkl = u o+ Ti+ 6j+ (76)ij+ 7t (rr)ik+ (6r)jk+ (rsr)ijk+ eijkl'
prgy i,j,k = 0,1 oraz 1 = 1,...,m. Poszczegbédlnym kombinacjom odpowiada-
Ja symbole Yatesa: 1' - 000, a - 100, b - 010, ab ~r110, ¢ - 001, ac -
101, be - 011, abc - 111. Macierz R przyjmuje tutaj postad

 JE SO N SR S e R

-1 1 -1 1 -1 1 -1 1

-1 -1 1 1 -1 -1 1 1

el 1.1 -1 -1 3.1 =f
=1, =1 =1 -1 3 3" % 3 :

-1 Wekph 1 1 4l N

-1 ~lede 1 1 Ry wihed

-1 01 1 -1 1 -1 -1 1

Elementy np. dla bj wyznaczono z czytania kolejno lieczb 0 i 1 na pozycji
drugiej w poszczegdlnych tréjkach, natomiast dla (‘rr)ik wediug zasady:
sumujemy pozycje pierwsza i trzecia w kazdej tréjce, a otrzymane sumy
przeksztaicamy modulo 2. I tak (0+0)mod2 = 0, (1+0)mod2 i,
(040)mod2 = 0, (140)mod2 = 1, (0+1)mod2 = 1, (1+1)mod2 = 0,
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(0+1)med2 = 1, (1+1)mod2 = 0. Podobnie wyznaczono elementy w pozostalych
wierszach.

Przemnazaj3c macierz R przez 1//;, otrzymujemy macierz ortogonalng
.o = (1//T)R. Kontrasty 2z jednym stopniem swobody zawieraja skladowe
KoyeeerXy wektora x, = loy. gdzie y Jest r-ty-iﬁrowyn wektorem sum
poszczegélnych kombinacji. Z kolei niech R = [Ro ,ll 1', gdzie rR® Jjest
wektorem odpowiadajgcym pierwszemu wierszowi macierzy R, a ll Jjest
(r-1)xr .~wymiarowg macierzg pozostalych wierszy macierzy R. Tworzymy nowg
macierz

R, = (/0,281 .

Wektor x = Rly zawiera jako pierwsz3 skladowa #£rednig ogéln3, a
pozostate jego elementy zawieraja oceny efektéw gidwnych i interakcyjnych.

W konicu utwérzmy macierz R, = (1/r)R D, gdzie D = diag(1,2,2,...,2) oraz
wektor xz = Rzy. Skt adowe xgz), xgz),....xiz) wektora x, utworzone 83

z dwéch zbioréw, kazdy liczacy po r/2 elementdw, i okresltaja specyficzne

efekty obiektowe, tak Ze rézZnica ichhérednich réwna sie xiz).

Przyktad 6. Niech- A i B bed3a dwoma czynnikami kazdy o dwéch

poziomach. Macierz R o wymiarach 4 x 4 jest tutaj postaci

i i s |
tajegheapnbal o i
i e -
L o e gl

Przyjmijmy, Ze y = (yoo, Yo1* Y1io® yll)’ = (2, 5, 8, 1)’. Mamy wéwczas
X, = RDy/4 = (7.5, 1.5, -1.5, 5.5)’, ponadto

£2) gonsud . igs 1 ls Lo . ol "
x = i 2 3 5 + 3 8 + 3 1 =-3+4.5=1.5,
e el T D A 19 M2 gl
Xq = i 2 + 3 5 3 8 + 3 1 =-45+3=-1.5,
20 e E NS il D il e
X4 = i 2 + 3 5 3 8 3 1 =-1+6.5=5.5,
Z obliczehn widzimy, 2e 4.5 - (-3) = 7.5 = xiz). Podobnie jest w

pozostatych przypadkach.

Przy zatoZeniu Z, r-1 ostatnich skiadowych wektoréw x, xy i xz ma
rozktad normalny N(O, 02), a wiec do ich badania stosujemy wykres
probabilistyczny NWP. Mozliwe Jjest réwniez stosowanie wykreséw PNWP do
wartosci bezwzglednych, albo CKWP do wartosci podniesionych do kwadratu.

Obecnie przejdziemy do wykorzystania wykreséw probabilistycznych do
badania kontrasté4w prostych typu wj = Bl- Bl' pochodzgcych z dowolnego
uktadu dos$wiadczalnego, przy 1l<l’'e Iw’ Iw jest tutaj zbiorem wskaZnikéw
pozioméw czynnika (lub czynnikéw), Bl i Bl’ oznaczaja efekty gidéwne (dla
pozioméw czynnika) lub efekty interakcyjne (dla kombinacji czynnikéw),
natomiast r jest liczba badanych kontrastéw. Oznaczamy przez xl,....xr

oceny kontrastéw wj, jJ=1,...,r oraz niech ciag K(l)s...s K(r) stanowi’
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uporzadkowany niemalejgco cigg warto$ci wyznaczonych kontrastéw. Do
kontrastéw Kj stosujemy NWP na podstawie zbioru R = ((qj(aj), K(j))'
J=1,...,r}. Na wykresie NWP moga wystapi¢ punkty odchylajace sie od
Mawnej prostej po obu stronach (odpowiednic zbiory "D - 4 WG). co pozwala
wydzielié¢ kontrasty KJ' ktérych oceny 83 zbyt niskie lub zbyt wysokie. W
analogiczny sposéb moZna otrzymaé wykres na zredukowanym zbiorze
kontrastéw, co czynione wielokrotnie pozwoli wyodrebnidé podgrupy
Jednorodne kontrastéw.

Mozna takze zastosowadé wykresy PNWP na wartosciach bezwzglednych,
albo CKWP na sumach kwadratéw Kg, J o= 1_,...,r.k Sporzadzanie tych
wykreséw i ich interpretacja s3 takie jak w uktadzie 2 .

3.2. Liczba stopni swobody wieksza niz jeden.

Niech A,B,...,K beda teraz czynnikami do$wiadczalnymi, odpowiednio o

liczbie poziombéw Bl o vte 0 gy o Kazda kombinac ja A B w-sKisis
. k il i, i
11 = 1,...,lj niech zawiera 1 replikacji. Lacznie mamy m = -1-2"'-k

kombinacji, ktére mozna rozlosowaé w jednym =z podstawowych ukiadéw

doswiadczalnych. Oznaczamy przez wariancje dla kombinacji

Sheda 6. iy
: e p 2 2 2
(11,12,....ik)-tea. ktér; niech stanowia ciag Sl' sz,....s_. ;sz
zaloZeniu Z zmienne Sj, j=1,...,m maja centralne rozkiady lf z
f = 1-1 stopniami swobody. Badanie Jednqyodnoéci wariancji (S?) przeprowa-
dzamy na CKWP w oparciu o zbiér R = {(q.(a.), Sz ), J=1,...,m}, gdzie

2 . g3t "(3) 2 2
S(l)s...ss(n) 83 uporzadkowanymi niemalej3aco wartosciami Sl,...,S..
Punkty odchylajgce sie od pewnej prostej (wystzpienie zbioru HG) beda
wskazywaé na niejednorodno$é wariancji. Wydzielajac podgrupe. najwiekszych
wariancji, powtarzamy wykres przy nowo wyznaczonych kwantylach rozkiaaa
12, by wydzielié ewentualnie dalsze podgrupy. Analiza taka pozwala wskazad
mozliwo$é wystapienia obserwacji odstajgcych dla tych kombinacji, ktére
charakteryzuja sie duzymi wariancjami.

Wykres CKWP mozna takZze wykorzystaé do badania d$rednich kwadratéw w
dos$wiadczeniach s-poziomowych typu sk, s8>2, gdy uwzgledni sie $rednie
kwadraty o jednakowej liczbie stopni swobody. Analiza przebiega analogicz-
nie jak w doswiadczeniach typu Zk.

Ponadto wykresy Q-Q mozZna wykorzystaé do grupowania $rednich
‘obiektowych o jednakowej liczbie replikacji pochodzgcych z ortogonalnych
uktadéw dos$wiadczalnych. Jezeli wszystkie $rednie s3 dodatnie, to
stosujemy PNWP, w przeciwnym razie NWP. Wykres sporzadzony w oparciu o
zbiér R = ((qj(aj)' ;(j))' j=1,...,r}, gdzie r oznacza liczbe s$rednich.
Wyodrebnienie grupy $rednich, ktére najbardziej odchylaja sie od pewnej
prostej prowadzi do ustalenia zbioréw WD i WG. Ponownie sporzadzamy
wykres, lecz juz na zredukowanym liczebnie zbiorze $rednich, wydzielajac

nowa podgrupe. Czynnos$¢ ta moZe byé powtérzona wielokrotnie.
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4. PODSUMOWANIE

Wykresy probabilistyczne mozna stosowaé jako narzedzie uzupeiniajace
analize wariancji. Latwo$é obliczenia niezbednych kwantyli czyni, iz
wykresy typu Q-Q nie s3 trudne do stosowania w praktyce. Pomocna w takich
przypadkach mogtaby by¢ grafika komputerowa i odpowiednie dla tego celu
sporzgdzone programy komputerowe. Wykresy probabilistyczne znalaziy obok
podanych w pracy, réwniez zastosowanie do badania normalnosci Jjedno i
wielowymiarowej (Wagner, 1987; Domafiski i Wagner, 1984) a takze do badania
reszt w modelach ortogonalnych analizy wariancji (np. Daniel, 1959; Wilk i
Gnanadesikan, 1968). Przydatnosé wykreséw typu EV-Q uzaleznidé nalezy od
efektywnego programu komputerowego obliczania wartosci oczekiwanych.

Liczne praktyczne ilustracje tych wykreséw podaja Gnanadesikan i Wilk
(1970).
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APPLICATION OF PROBABILITY PLOTS IN UNIVARIATE ANALYSIS OF = VARIANCE
Summary

The paper presents different applications of probability plots in the
analysis of experimental data. The methods of detecting outliers in the
univariate analysis of variance using the quantile-quantile plots or the
expected value-quantile plots are described. Plots of first type are used
to investigate contrasts, mean squares, treatment means and variances with
equal number of degrees of freedom. Plots of second type are used to
investigate mean squares with different numbers of degrees of freedom.

Key words: Univariate analysis of variance, contrasts, quantile-quantile
probability plots, expected value-quantile probability plots.



